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Resumen

Se presenta la implementacion en Lenguaje R de una derivacion del replicador
dindmico para analizar y simular caracteristicas culturales de la sociedad con el
modelo evolutivo, similar al enfoque utilizado en biologia. El algoritmo escrito es una
solucion por diferencias finitas de la version del replicador dindmico presentada por
Bowles y Gintis con un alto nivel de generalidad para permitir al investigador utilizarlo
para modelar distintas situaciones, con solo definir las funciones de probabilidades
de contacto e interaccion entre grupos y las funciones de pagos. Se decidio utilizar
el Lenguaje R porque a pesar de su creacion como una herramienta estadistica, se
difunde en una diversidad de aplicaciones; ademas su calidad de intérprete lo hace
accesible a personas sin educacion formal en computo.
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Abstract

The paper shows a dynamic replicator implementation in R Language to analyze and
simulate the cultural and behavioral features of society with an evolutionary model
used by the biological science. The algorithm is a solution by finite difference method
of Bowles and Ginti’s version of dynamic replicator, it allows the researcher to use
it to model different situations, with only define the probability functions of contact
and interaction between groups and payment functions. We decide to use R Language
despite its use as statistical tool, because allows to model different problems also it
is accessible to people without formal education in computing.
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INTRODUCCION

n las ciencias sociales los sistemas dinamicos

pueden ser representados como sistemas discretos
donde se individualiza a cada uno de los sujetos o se discretiza el tiempo, o
ambos, y el sistema pasa de un estado al otro de los 7 estados posibles. Uno
de los métodos utilizados para modelar algunas situaciones dindmicas son las
cadenas de Markov.! Estos modelos suponen que la proporcion o probabilidad
de que un individuo cambie de categoria (estrategia, caracteristica o juego) son
conocidas con antelacion, ya sea por informacion previa, en el caso en que
se repitan las mismas conductas, o que se considere algin cambio previsible
en el tiempo.

La modelacion basada en agentes es usada tanto en las ciencias naturales
como en las del comportamiento,? pues permite el estudio de la dinamica con
que evolucionan las caracteristicas o estructuras de la sociedad, cuando se
pueden evaluar algunos parimetros de dicha sociedad a partir de los datos
existentes o de hipotesis a comprobar. La teoria de juegos es una herramienta
para estudiar las estrategias que los individuos pueden utilizar para optimizar
su beneficio. Pero los individuos (los agentes) aprenden en el proceso de
interaccion y esto lleva a los juegos evolutivos, donde los individuos cambian
de estrategia en funcion de la percepcion de su propio comportamiento y el
de los vecinos, esto es, se adaptan.

El estudio de los sistemas dinamicos utilizando los juegos evolutivos se
puede analizar como un problema continuo en el tiempo, utilizando ecuaciones
diferenciales, o como sistemas discretos utilizando variantes de las cadenas de
Markov. Si se utiliza el esquema discreto, cada uno de los agentes debe ser
modelado de manera independiente y se debe seguir la trayectoria de cada uno
de ellos; en sistemas con solo unos pocos cientos de individuos el problema

! Cadenas de Markov: este modelo se utiliza para representar a individuos con determinadas
preferencias actuales, pero que las modifican en el tiempo; se trata de un modelo deterministico
ya que se conoce la cantidad de individuos que en un cierto tiempo tienen cada una de las »n
caracteristicas o preferencias x° ademas se conoce la matriz de transicion P que indica cual es
la proporcion de individuos que en cada intervalo de tiempo cambiardn su preferencia de 7a j;
en el siguiente periodo la cantidad de individuos con cada una de las preferencias serd x, = x°
P, dos periodos después esta cantidad se habrd modificado a x, = x; P=x° P2

* Samuel Bowles y Herbert Gintis, A Cooperative Species: human reciprocity and its
evolution, Nueva Jersey, Princeton University Press, 2011.
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combinacional lo vuelve gigantesco, por lo que sélo se realizan simulaciones
con algunas decenas de agentes. La aproximacion continua tampoco esta exenta
de problemas: la resolucion de muy pocos sistemas, aun de los simples con no
demasiados individuos o estrategias, es analiticamente posible, y aun asi, no es
facil encontrar la solucion, por lo que se apela a las ecuaciones en diferencias,
que es una forma de discretizar en el tiempo, mientras que los individuos se
agrupan segun sus caracteristicas o estrategias.

El método del replicador dindmico es una variante de los modelos de juego
evolutivos donde lo que interesa es conocer cudl es la tasa diferencial con que
los individuos de las diferentes estrategias se replican (reproducen), mas que
buscar la estrategia para lograr un 6ptimo en el beneficio. En ciertos casos los
individuos asumen estrategias que aportan al bien comun, la sobrevivencia
de la especie, mas que a la optimizacion del beneficio individual.

El replicador, aunque con otra notacion, fue introducido como un modelo
matematico para el estudio de la evolucion biologica por los tedricos Peter
Taylor y Leo Junker en 1978. En 1983 Schuster y K. Sigmund lo llamaron la
ecuacion de replicacion, y a sus resultados, la dindmica de la replicacion. Los
cientificos sociales lo han utilizado para construir modelos que muestren o
expliquen la emergencia de normas culturales,’> aunque no puede reproducir
una mutacion y por lo tanto al trasladarlo al mundo social puede mostrar
cOmMo aparecen ciertos patrones que pudieran favorecer los cambios, pero
no la emergencia de nuevas cualidades.

Se seleccion6 el lenguaje R por ser: 1) accesible a todo el mundo, ya
que se trata de software libre; 2) a pesar de que no es sencillo dominarlo,
en un taller de un par de dias se pueden aprender a usar las herramientas
ya desarrolladas por otros usuarios; 3) facilita la programacion de funciones
especificas, y mas ain de modificar las existente a personas no necesariamente
habituadas a esto, ya que se trata de un lenguaje intérprete que no requiere
ser compilado y no precisa de la definicion de complejas estructuras de datos;
4) su uso se estd popularizando en casi todas las dreas para la presentacion
de resultados de documentos cientificos.

ALGORITMO DEL REPLICADOR DINAMICO

El algoritmo del replicador dinamico describe la evolucion de una poblacion
como un juego evolutivo donde los individuos cambian su comportamiento

3 Alexander J. McKenzie, The structural evolution of morality, Inglaterra, Cambridge
University Press, 2007.
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o algin rasgo caracteristico, por imitacion a otros individuos que ellos
consideran que les va mejor o son mas afortunados (fitness). Se trata de
encontrar la tasa de variacion de cada una de los grupos de la poblacion con
determinado rasgo o caracteristica, en el tiempo y ver si existen estados de
equilibrio hacia los que tienda la poblacion dependiendo o independientes
de las condiciones iniciales; o si existen situaciones o patrones caracteristicos
hacia los que podria tender la poblacion.

Si x es el vector de las fracciones de individuos en que estd dividida
la poblacion segin la caracteristica de interés, se quiere conocer cOMo se
replican los individuos de estos grupos:

dx /dt

El algoritmo a implementar es la version presentada por Bowles y Gintis
en su libro A Cooperative Species; ellos utilizan este algoritmo para mostrar
la evolucion de la fraccion de individuos altruistas inmersos en una sociedad
intolerante. Por tratarse de solo dos comportamientos es posible en ese caso
mostrar graficamente la trayectoria de la evolucion de ambas conductas para
determinados pariametros y analizar cuindo convergen a situaciones de
equilibrio.* Pero el algoritmo es general y se puede aplicar para cualquier
numero de individuos agrupados en un namero finito de estrategias.

Se tiene una poblacion de individuos en que cada uno sigue una de n
estrategias puras s, El juego se repite en el tiempo ¢ (donde = 1,23..) y
llamamos x*; a la fraccion o parte de la poblacion que utiliza la estrategia s;
en el periodo de tiempo ¢, tal que Z; x; = 1.

Sea P'; el pago obtenido por la porcion de la poblacion x‘; que utilizo la
estrategia s, en el tiempo ¢ El pago a la estrategia depende, entre otros factores,
de qué fraccion de la poblacion escoja tal estrategia® P, = P, (x';, .

El modelo indica que en cada intervalo de tiempo dt algunos individuos
del grupo i, se enteran de la estrategia utilizada por algin otro individuo,
y por ende una parte del grupo de individuos con estrategia i escogido
aleatoriamente con probabilidad ax;dt > 0 cambia su estrategia a la de los
individuos grupo j si percibe que los individuos de la estrategia s; obtienen

* El equilibrio ocurre cuando la cantidad de individuos que pasan de i a j es igual a la
cantidad que pasa de j a i: x; dx; /dt = x; dx;/dt, ya que se trata de un caso con so6lo dos
conductas posibles.

> En una loteria, si muchos escogen la respuesta ganadora, el premio se dividird entre mas
personas, mientras que en un juego donde se trate de colaborar para el beneficio comtn, por
ejemplo poner bolsas de arena para que el rio no inunde las viviendas, el beneficio individual
aumentard con el nimero de voluntarios.
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un mayor beneficio; pero como la informacion que tienen no es perfecta,
tampoco lo es la diferencia percibida, por lo que es mas probable que el
individuo i cambie su estrategia cuanto mayor sea la diferencia real entre su
beneficio y el obtenido por el grupo j. La probabilidad que un individuo con
estrategia s; cambie a la estrategia s; esta dada por g

BCP, - Py si PL> P
g, =10 si. P, < P

(El valor del parametro B debe ser tal que siempre g;< 1 para todo iy
todo j).

La fraccion de la poblacion esperada que usara la estrategia s;en el periodo
1+ dt serd x' estara dada por

A = X+, XY o BOPY - PO dt

donde a; serd una variable aleatoria que determina la porcion de los
individuos de estrategia s; que se encuentran con individuos con estrategia
s; en este intervalo dt. Este pardmetro también posibilita que cada uno de
los grupos cambie de estrategia con diferente periodicidad, por lo tanto en
cada intervalo dt, cada grupo puede evaluar si le conviene o no cambiar de
estrategia, y lo hara solamente si a; # O.

B es un parametro que estd mas relacionado con la percepcion con que
los individuos de un grupo valoran el éxito o beneficio —fitness en inglés— del
otro grupo.

Si se rescribe la ecuacion anterior se puede tener la variacion en el
intervalo dt

Xt x = ay xG [ xy BCPy - P
dt

y tomando el limite cuando t — 0

dx',
dt

= o; xi;%[x;BCP; - P,

que es la ecuacion del replicador dinamico y, expresada en forma
vectorial
dx = axXlxpCP - Pl
dt
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La implementacion de la ecuacion del replicador dindmico se realiza
transformando la ecuacion diferencial en una ecuacion en diferencias que
va calculando las variaciones de la proporcion de individuos que utiliza cada
una de las estrategias para cada intervalo de tiempo dt; el comportamiento
simultaneo, expresado en el vector x, de las distintas estrategias muestra la
evolucion de la poblacion solamente como la distribucion de la poblacion,
pero no permite seguir a los individuos particulares.

En este apartado se presenta un ejemplo para explicitar la modelacion
con el replicador dinimico. Un problema de dos estrategias es
demasiado simple y utilizar mas de tres lo haria mas engorroso, sin
aumentar el grado de generalidad, por lo que se presentard un caso
con tres estrategias.

Se tiene una poblacion de individuos en que cada uno puede votar por
tres partidos politicos: A, B y C; estas son las estrategias. Inicialmente,
o sea en t=1 la fraccion de la poblacion que votara por cada partido
serd

X' = (x';, x',, x’3) con x'; +x', + x'5 =1

Para ver como evolucionan las preferencias politicas de la poblacion se
puede utilizar como primer enfoque las cadenas de Markov. Para este
método es necesario conocer la matriz de transicion, donde se indica
qué fraccion de cada una de las preferencias permanece en la misma o
se cambia a algtn otro partido. Si la matriz de transicion es T

1 hz b3
T= 1 12%) [5%)
L B2 B2

donde #: es el porcentaje de simpatizantes de A que volveran a
votar por Ay i es el porcentaje de simpatizantes de B que cambiaran
a A. Para el siguiente periodo las proporciones seran

i h2  hs

1 b2 bs

X2 = XI T (XZZ; x227 ‘X'Zj') = (‘XJJ) 'XJZ) ‘x13) tﬁl t_’)Z [32
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La porcion del total que ahora adoptaron la estrategia 1 serin los que
permanecen con la estrategia 1, mas la porcion de la 2 que se cambia a
la 1, mas la porcion de los de la estrategia 3 que cambian a la 1:

X% = XY b X, b+ xS Ly

para el siguiente periodo se repite el proceso con la misma matriz de
transicion o con otra matriz de transicion (ya que los porcentajes en
que los participantes cambian sus estrategias estardn gobernados por
elementos circunstanciales, como por ejemplo cual ha sido el partido en
el poder; entonces

X =XT

En el caso del replicador dinamico, se trata de modelar los procesos
sociales que dan lugar a los cambios en las conductas. La ecuacion
diferencial vista en parrafos anteriores, que representa al fendbmeno es

xt+dti = _X'tlv + (0" ,X'ti 21 [.X‘Z B ( Pl/ - Pti )] dt

que indica que la proporcion de individuos que ahora utilizan la estrategia
i, por ejemplo, votaran por el partido A, estard formada por los que lo
hacian antes mas los que se cambien de las otras estrategias, los partidos
By C, a ésta. La relacion entonces sera

xtd = x4+ oy X (x) B (P - P+ ax (xy) B(PY - PYI di

Tal vez la diferencia mas importante entre esta expresion y el resultado de
Markov es que en el replicador dinAmico se hace explicita la interaccion
entre los individuos con las distintas estrategias; justamente el coeficiente
a; hace referencia a la probabilidad con la que los individuos del grupo
1 entran en contacto con los de otros grupos (se puede considerar a2y
o/ para indicar la frecuencia con que interactian con cada uno de los
grupos).

Pero no es suficiente el contacto para que se dé el cambio, sino que
aparece otro coeficiente que intenta modelar la percepcion de la ventaja
de la estrategia de los otros. Beta es la funcion o parimetro que cuantifica
la percepcion de la ventaja que el otro grupo tiene sobre el grupo al
que se pertenece. Pero como en este modelo no se individualiza a cada
agente, los coeficientes indican la probabilidad con que los miembros de
un grupo cambian, y por lo tanto la proporcion de éstos que lo hacen.
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IMPLEMENTACION EN LENGUAJE R

El lenguaje R permite escribir un programa (en R se llaman script) al que
soOlo habra que indicarle algunos parimetros iniciales y las caracteristicas de
las distribuciones de probabilidad que se quieran utilizar para adaptarlo a las
diferentes situaciones a simular. Dado que el lenguaje no requiere la definicion
previa de la dimension de las variables, permite que el algoritmo funcione tanto
para el caso sencillo de dos caracteristicas como cooperador y no cooperador,
como para situaciones donde el nimero de estrategias sea n.

El scripttiene una primera parte donde se definen las condiciones iniciales
y se pueden definir las funciones que determinan los parametros o y . Los
pagos P, de cada estrategia pueden ser valores constantes, pueden variar al
evolucionar el sistema y también pueden ser definidos como una funcion
que dependa del tiempo y de la distribucion de los individuos que juegan
cada estrategia en determinado momento, por lo que se pueden dar como
un vector de datos inicial o pueden estar definidos por una funcion P (x, )
especifica, codificada como una funcion en R. Para ejemplificar, en el codigo
se estan asignando valores arbitrarios que deben ser modificados para cada
situacion a modelar.

La definicion de las condiciones iniciales se muestra a continuacion:

# Implementacion del algoritmo del replicador dinamico
# segln la version de Bowles y Gintis

# Definicion de valores iniciales
# Definir el nimero de iteraciones o juegos que se quiere hacer N
#N <- 250
# Indicar el nimero de estrategias existentes en n
n<- 4
# Indicar en un vector x las fracciones de la poblacién que utiliza la estrategia i
# distribucion inicial, la suma de los elementos de x debe ser = 1
x <-¢(0.3,0.25,0.25, 0.2)
# Indicar en un vector los pagos si éstos son constantes en el tiempo y no
# depende de las fracciones de la poblacion que utilizan cada estrategia
pagos <-¢(5,1,2,8)
# 0 en el caso de definir una funcion
pagos <- fuction ( t, x)
{ aqui va la funcion que regresa el vector de pagos

}
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# inicializacion de matriz de evolucion
# se asignan los porcentajes iniciales de cada estrategia en la columna 1
X <- matrix (data=0, nr=n, nc=N)
X[,1] <-x
# comienza codigo del replicador
# para cada intervalo de tiempo
for (t in 1:N) {
# se copian los porcentajes anteriores en el siguiente vector columna
X[,t+1] <- X[t
# para cada una de las estrategias establecer los cambios de estrategia
for (kin 1:n) {

# decidir si cambia; se utiliza una funcién normal con media ki proporcional

# a la periodicidad con que cambia de estrategia el grupo i
a <- r(1,mean=ki, sd=1)
if (a >=ki-2) {

259

# si algunos van a cambiar de estrategia; aleatoriamente se determina

# la proporcion de encuentros con los demds grupos
alfa <- runif(n)
y <- ¢(0,0,0,0)
for (j in 1:n) {

# se debe normalizar suma alfai = 1 y calcular los cambios en el vector y

alfajjl<- alfa[jl/Reduce(‘+’,alfa)
deltaB <- pagoslj] -pagoslk]

beta <- rnorm(1, mean=pagosl(jl/pagoslkl,sd=1)

if (k = ) (yljl<- 0) elsel
if (deltaB >0){

yljl = alfajljl*beta* deltaB

}
}
}
# se actualizan los porcentajes de poblacion
for (j in 1:n) {if = k) {X[j,t+1] <- X[j,t+1]- Reduce(‘+" y)}
else { X[j,t+1] <- X[j,t+1] + y[j] }
}
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El algoritmo se compone de tres lazos anidados, el mas exterior es el
correspondiente al tiempo; en cada ciclo de tiempo se realizan los otros dos:
para cada grupo con estrategia s, primero se determina si alguna parte del
grupo cambiara de estrategia en ese ciclo o no; en caso afirmativo se calcula
qué porcion del grupo k emigrard a cada uno de los grupos j; estas porciones
se suman y restan a los valores previos para dar el nuevo vector de estado.
Los vectores de estado se van guardando en la matriz X que tiene tantas filas
como estrategias haya y tantas columnas como el nimero de iteraciones que
se desee realizar.

Para conocer la evolucion del sistema se debe observar a la matriz X. El
lenguaje ofrece una de las salidas graficas mas versatiles para presentar datos
cientificos; en este caso se necesitard agregar unas pocas lineas de codigo
extra:

plot (X[1,])
lines (X[2,], color= “blue”)
lines (X[3,], color= “red”)
lines (X[4,], color= “green”)

Es importante dedicar un parrafo al uso de las funciones de generacion de
numeros aleatorios utilizadas para la simulacion del modelo; en el codigo se
utilizaron dos funciones: runify rnorm, generadoras de nimeros aleatorios, la
primera con una distribucion uniforme y la segunda con distribucion normal;
ambas funciones tienen parametros que permiten modificar la distribucion de
acuerdo con lo que indican los datos reales del proceso a simular. R posee
20 funciones generadoras de numeros aleatorios correspondientes a otras
tantas funciones de distribucion, lo que permite un modelo mas ajustado al
fendmeno.

COMENTARIOS FINALES

Es necesario senalar una serie de puntos acerca de la teoria de juegos evolutiva
y el algoritmo del replicador dinimico como herramienta para el anilisis de
problemas complejos:

e La teoria de juegos evolutiva se ha utilizado desde hace mas de 20 anos
en la biologia, y en la Gltima década se incursion6 en el estudio de la
evolucion del comportamiento humano y de las instituciones.

e El replicador dindmico no modela la emergencia de los modelos complejos
que en el caso de la biologia se presenta como mutaciones y en las
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sociedades como la innovacion tecnologica. Para casos particulares, se podra
agregar un término al replicador para hacer aparecer la emergencia.

e Sialguna de las estrategias desaparece durante la evolucion del sistema, con
el algoritmo del replicador dindmico tal como se presentd esa estrategia
no podrd volver a aparecer, ya que los cambios se realizan solo por
imitacion.

e El cambio de estrategia se debe a una apreciacion subjetiva de las ventajas
de un grupo sobre otro. La eleccion de como medir la diferencia, que
ademas evoluciona en el tiempo (las modas) es posiblemente el factor mas
critico del modelo. Se puede representar como una funcion tan detallada
como se logre definir.

e En este modelo se supone que los individuos se encuentran con otros
individuos de manera aleatoria, e imitan a los que consideran exitosos de
alguna manera, aunque en las sociedades humanas los individuos tienen
mds contacto con un grupo cercano y similar a ellos y son mas propensos a
tratar de imitar modelos cercanos como maestros, jefes o parientes exitosos.
Siempre que sea posible, se debe tratar de tener funciones elaboradas para
acercarse a esta realidad en vez de una funcion aleatoria sencilla.

Por ultimo, este trabajo intenta motivar el modelado de situaciones
complejas de las ciencias sociales y provocar el acercamiento entre los
cientificos sociales y los modeladores, siempre en bisqueda de problemas
concretos.
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